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Аннотация. Впервые получено соотношение, определяющее текущее взаимное относительное релятивистское смещение ча-
стот задающих генераторов наземных и спутниковых квантовых часов, находящихся на произвольной эллиптической орбите.
Релятивистское расхождение частоты и времени наземных и спутниковых часов представлено в трех равноправных формах:
на основе функций Бесселя, на основе эксцентрической аномалии, а также в координатной форме. Исследованы релятивистские
явления применительно к перспективной эллиптической геосинхронной орбите ГЛОНАСС.
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Abstract. This paper presents a novel finding of the current mutual relative relativistic frequency shift between master oscillators
of ground-based and satellite quantum clocks situated in an arbitrary elliptical orbit. The relativistic disparity in frequency and time
between the ground and satellite clocks is described using three equivalent forms: utilizing Bessel functions, employing the eccentric
anomaly, and presenting it in coordinate form. The investigation focuses on relativistic phenomena in the context of the promising
elliptical geosynchronous orbit of GLONASS.
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1. Введение

Исследования релятивистских эффектов
в квантовых (атомных) часах, движущихся в око-
лоземном пространстве, опубликованы в целом ря-
де зарубежных и российских документов и статей
[например, [1–5]]. Имеется несколько обширных
отечественных и зарубежных обзоров, посвящен-
ных результатам теоретических и эксперименталь-
ных работ по теме релятивистских эффектов [6–8].
Изучаются эффекты смещения бортового времени
на навигационных спутниках Galileo, выведенных
на нештатные эллиптические орбиты [9, 10]. При-
менительно к глобальным навигационным спутни-
ковым системам (ГНСС), в частности к GPS, ре-
лятивистские эффекты наиболее глубоко исследо-
ваны в работах [11,12], однако в них рассмотрены
эффекты смещения времени только для околокру-
говых средневысотных орбит.

В отечественном научном сообществе обсужда-
ется вопрос о введении в состав орбитальной груп-
пировки ГЛОНАСС высокоорбитального космиче-
ского комплекса (ВКК), основанного на использо-
вании геосинхронных орбит с наклонением 64,8◦,
размером полуоси 42160 тыс. км и эксцентрисите-
том 0,072 [13]. Вместе с тем обоснованного ре-
шения по релятивистскому смещению собственной
частоты задающих генераторов бортовых кванто-
вых часов на эллиптических орбитах Земли в из-
вестных публикациях не представлено.

Целью данной статьи является вывод с пози-
ции общей теории относительности точных ана-
литических соотношений для частоты и времени
бортовых квантовых часов, размещенных на произ-
вольной околоземной эллиптической орбите.

2. Релятивистская разность
интервалов собственного времени
двух квантовых часов, движущихся
в гравитационном поле Земли

Для вывода общего закона изменения собст-
венного (действительного, измеряемого) времени
для квантовых часов, движущихся в гравитаци-
онном поле Земли (ГПЗ), воспользуемся извест-
ным выражением из общей теории относительно-

сти для квадрата пространственно-временного ин-
тервала ds [15,16]:

ds2 = g00c
2dt2 + 2g0αdx

αcdt+ gαβdx
αdxβ, (1)

где c — скорость света; dt — бесконечно малый
интервал координатного времени t, не зависяще-
го от параметров гравитационного поля; g00, g0α,
gαβ — компоненты четырехмерного метрического
тензора gik гравитационного поля в выбранной си-
стеме отсчета; dxα, dxβ — пространственные бес-
конечно малые интервалы; здесь и далее греческие
индексы α,β = 1, 2, 3; латинские i, k = 0, 1, 2, 3.

Интервал ds инвариантен к выбору системы
отсчета и поэтому не меняет своего значения в лю-
бой мгновенно введенной инерциальной невращаю-
щейся системе отсчета [15, 16]. Для инерциальной
системы, как известно, ds2 = g00c

2dt2 + g11dx
2 +

+ g22dy
2 + g33dz

2, где gαα = 1, g00 = −1. Поэтому
для двух событий в одной и той же пространствен-
ной точке этой системы координат (dx = dy = dz =
= 0) выражение для этого интервала имеет вид:

ds2 = g00c
2dt2 = −c2dτ2, (2)

где dτ — собственное время системы. Поэтому со-
отношение (1) можно привести к виду:

−c2dτ2 = γαβdx
αdxβ −

(√−g00cdt−
g0α√−g00

dxα

)2

,

(3)
где γαβ = gαβ − g0αg0β

g00
— трехмерный метрический

тензор в выбранной системе отсчета.
Координатная скорость движения рассматри-

ваемого хранителя времени относительно начала
выбранной системы отсчета

V α
k = dxα

dt
; V 2

k = VαV
α = γαβV

αV β. (4)

На основании этого соотношения из формулы (3)
получаем формулу для релятивистского коэффи-
циента преобразования шкалы собственного време-
ни τ относительно шкалы координатного времени t
для произвольного хранителя времени, движуще-
гося в гравитационном поле с координатной ско-
ростью Vk [17,18]:

θ = dτ

dt
=

{(√−g00 −
g0αV

α
k

c
√−g00

)2

− V 2
k

c2

}0,5

. (5)
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С помощью этой формулы легко найти релятивист-
скую разность показаний шкал времени двух раз-
несенных квантовых часов как функцию текущего
времени базовых часов. Для этого введем в рас-
смотрение наземный базовый (эталонный) храни-
тель времени — квантовые часы КЧ-0 с эталонной
шкалой собственного и координатного времени τ0
и t0, а также спутниковые квантовые часы КЧ-С
(вторичный эталон) со шкалой времени τc и tc.

Связь между интервалами собственного време-
ни в двух точках пространства установим при усло-
вии, что для обоих хранителей промежутки коорди-
натного времени одинаковы, т. е. dtc = dt0, где в ка-
честве координатного времени используем геоцен-
трическое координатное время t = tTCG. Кроме того,
для перехода от координатной скорости подвижно-
го хранителя V α

k (4) к вектору действительной его
скорости V α, измеренной в единицах собственного
времени τ0 базового хранителя, используем соот-
ношение V α

k = V αθ0. В результате из (5) сначала
получаем выражения для определения интервалов
времени базовых и спутниковых часов через коор-
динатное время

dτ0 = θ0dt, dτc = θcdt, (6)

а затем и их взаимное соотношение
dτc
dτ0

= θc

θ0
, (7)

где коэффициенты преобразования θ0, θc отно-
сятся, соответственно, к шкале базовых и спутни-
ковых квантовых часов.

На основе соотношения (7) находим искомую
релятивистскую разность показаний шкал времени:

ΔτP = Δτc − Δτ0 =

τ02∫
τ01

(
θc

θ0
− 1

)
dτ0, (8)

где τ01, τ02 — моменты начала и окончания интер-
вала интегрирования по шкале τ0; Δτ0 = τ02 − τ01;
θc = θc(Rc,Vc) — переменный коэффициент пре-
образования шкалы времени спутниковых часов,
определяемый по формуле (5) вдоль их пути дви-
жения с переменным радиусом-вектором RC и ско-
ростью Vc.

Выражение для коэффициента преобразова-
ния шкалы собственного времени движущихся ча-
сов (5) и, соответственно, вид соотношений (6)–(8)

существенно зависят от метрических свойств вы-
бранной системы отсчета. Релятивистские эффек-
ты в орбитальной системе спутников будем рас-
сматривать в невращающейся в инерциальном про-
странстве Международной небесной системе отсче-
та ICRS (International Celestial Reference System).
Фундаментальный метрический тензор в системе
ICRS имеет следующие компоненты [15,16]:

g00 = −
(
1− 2ϕ

c2

)
, gαβ = δαβ

(
1 + 2ϕ

c2

)
, g0α = 0,

(9)

где ϕ = ϕe + ϕM + ϕS — гравитационный потен-
циал, равный скалярной сумме потенциалов гра-
витационного поля Земли (ГПЗ) ϕe и ближайших
небесных тел — Луны ϕM и Солнца ϕS . Если те-
кущее положение обоих часов в системе ICRS ха-
рактеризовать радиусами-векторами, соответствен-
но R0, RC , а скорости их перемещения в этой си-
стеме — векторами V0, VC , то коэффициенты пре-
образования шкал собственного времени базовых
и спутниковых часов θ0, θC в системе ICRS опре-
деляются следующими формулами [17–19]:

θ0 = 1− ϕ0

c2
− V 2

0

2c2
+Q(c−4),

θc = 1− ϕc

c2
− V 2

c

2c2
+Q(c−4),

(10)

где ϕ0, ϕc — суммарные скалярные гравитацион-
ные потенциалы в текущих точках размещения со-
ответственно наземных и спутниковых квантовых
часов; Q(c−4) — малые члены порядка 1/c4, кото-
рыми далее пренебрегаем.

В невращающейся системе отсчета вектор ли-
нейной скорости VC определяется параметрами ор-
битального движения спутниковых часов, а в векто-
ре текущей линейной скорости V0 наземных часов,
расположенных на вращающейся Земле, в ICRS со-
держится информация о неравномерности вращения
Земли [19]. Поэтому для квадрата вектора скоро-
сти наземных часов в ICRS можем записать:

V 2
0 = V 2

Ω0
+ ΔV 2

Ω, (11)

где VΩ0
— стабильная линейная скорость, вызван-

ная постоянной составляющей скорости вращения
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Земли вокруг оси �Z Ω0 = 7,29 · 105 c−1; ΔVΩ —
вариации скорости, вызванные неравномерным вра-
щением Земли вокруг всех трех осей за счет пре-
цессии, нутации и девиации вектора скорости Ω0,
а также за счет отклонения полюсов Земли.

2.1. Взаимное релятивистское смещение
частот задающих генераторов
спутниковых и наземных квантовых часов

Установим соотношение между частотами за-
дающих генераторов fЗГ

0 , fЗГ
C наземных и спутни-

ковых квантовых часов. Для этого рассмотрим па-
ру исследуемых квантовых часов со шкалами τ0, τC ,
а также независимые эталонные часы со шкалой τэт.

Условимся, что исследуемые часы отсчитыва-
ют свое время путем подсчета количества секунд-
ных меток за некоторый эталонный промежуток
времени Δτэт, отсчитываемый по эталонным часам.
Количество своих псевдосекундных меток (т. е. те-
кущее время по своей шкале в своих псевдосекун-
дах) в каждых часах определяется, в свою очередь,
путем подсчета переходов через нуль колебаний
своих задающих генераторов:

τC = NC · δτ∗C ,
τ0 = N0 · δτ∗0 ,

(12)

где NC , N0 — количество подсчитанных своих
псевдосекундных меток, каждая из которых име-
ет длительность своей псевдосекунды, т. е. δτ∗C =
= δτ∗0 = 1 c; знак (∗) обозначает псевдосекунду.

Далее определим искомые частоты задающих
генераторов исследуемых квантовых часов в виде:

fЗГ
C = NC

Δτэт
, fЗГ

0 = N0

Δτэт
,

откуда следует

NC = fЗГ
C Δτэт,

N0 = fЗГ
0 Δτэт.

(13)

Подставляя (13) в (12), выполняя необходимые
сокращения и переходя к принятым выше обозна-
чениям, искомое соотношение получаем в виде:

dτC
dτ0

= fЗГ
C

fЗГ
0

= θC

θ0
, (14)

что совпадает с выводом других авторов, получен-
ным иным путем [20].

Из формулы (14) следует соотношение, опре-
деляющее текущее взаимное относительное реля-
тивистское смещение частот задающих генераторов
спутниковых и базовых наземных квантовых часов
ΔfЗГ

p = fЗГ
c − fЗГ

0 :

fЗГ
c − fЗГ

0

fЗГ
0

=
ΔfЗГ

p

fЗГ
0

= θC

θ0
− 1. (15)

Этот релятивистский эффект смещения часто-
ты задающих генераторов (ЗГ) спутниковых ча-
сов впервые исследовал Н. Эшби [11], и он ши-
роко используется на практике спутниковой нави-
гации. Дело в том, что гравитационное увеличение
частоты ЗГ бортовых часов глобальных навигацион-
ных спутниковых систем (ГНСС) может существен-
но снизить их точность. Поскольку бортовая шка-
ла времени навигационных спутников ГНСС долж-
на совпадать со шкалой наземного эталона времени,
для компенсации вредного гравитационного смеще-
ния частоты в значение частоты ЗГ спутниковых
квантовых часов ГНСС перед их запуском заранее
вносят корректирующее смещение с обратным зна-
ком. В частности, для ГЛОНАСС относительная ве-
личина этой корректирующей поправки составляет
(−4,36 · 10−10) [21], для GPS эта поправка рав-
на (−4,4647 · 10−10) [22]. В настоящее время име-
ется ряд работ, посвященных повышению точно-
сти определения гравитационного эффекта замед-
ления времени в космосе, в частности на основе
наблюдения бортовых шкал времени навигацион-
ных спутников Galileo, выведенных на нештатную
орбиту [9,10].

В подтверждение соотношения (15) автором
с помощниками-аспирантами проведены два экспе-
римента [23, 24], в которых использовалась пара
разнесенных по высоте высокостабильных водород-
ных квантовых часов, соединенных радиоканалом
на основе ВОЛС.

Таким образом, согласно (14) и новым экспе-
риментальным данным, изменение масштаба бор-
тового времени τC спутниковых часов относитель-
но шкалы времени τ0 вызывает прямо пропорци-
ональное изменение частоты задающего генерато-
ра КЧ-С fЗГ

c относительно частоты fЗГ
0 базовых
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часов КЧ-0. Справедливо и другое утверждение:
изменение масштаба времени на борту КА вслед-
ствие воздействия гравитационного поля в сторону
его увеличения (или уменьшения) означает, что ча-
стота его задающего генератора прямо пропорцио-
нально увеличивается (или, соответственно, умень-
шается).

На основе соотношения (15) формулу (8) мож-
но представить в виде:

ΔτP = Δτc − Δτ0 =

τ02∫
τ01

ΔfЗГ
p (τ0)

fЗГ
0

dτ0. (16)

3. Общее решение
для релятивистского смещения
частоты и времени орбитальных
часов на эллиптической орбите

3.1. Коэффициенты преобразования
шкал времени базовых наземных
и спутниковых часов

Поскольку базовые часы располагаются на по-
верхности вращающейся Земли и движутся во-
круг оси вращения со скоростью V0, то коэффи-
циент θ0 (10) с учетом (11) представим в виде:

θ0 = 1− ϕ0

c2
− V 2

0

2c2
= 1− Φ0

c2
− ΔV 2

Ω

2c2
, (17)

где приняты следующие обозначения: Φ0 = ϕ0 +
+ 0,5V 2

Ω0
— обобщенный гравитационный по-

тенциал, равный сумме потенциала поля Зем-
ли ϕ0 и ее центробежного потенциала 0,5V 2

Ω0 =
= 0,5Ω2

0ρ
2
0 cos2 ψ0; ρ0, ψ0 — соответственно радиус-

вектор и геоцентрическая широта точки размеще-
ния часов на поверхности Земли.

Формулу (17) преобразуем к более удобному
для данной задачи виду, пользуясь определением
потенциала геоида. Как известно [1, 2, 25], потен-
циал этой эквипотенциальной поверхности на вра-
щающейся Земле — величина постоянная: ϕG =
= 6,26368534 · 107 м2/с2. Наземные базовые часы
в общем случае располагаются не на поверхности
геоида, а на некоторой высоте над ним. Поэтому

потенциал Φ0 (17) для точки размещения наземных
часов представим через потенциал геоида в виде:

Φ0 = ϕ0 + 1
2
Ω2

eρ
2
0 cos2 ψ0 = ϕG +

H0∫

0

∂Φ0

∂H
dH =

= ϕG − g0H0 + gΩH0 cosψ0, (18)

где H0 — ортометрическая высота рассматриваемой
точки размещения наземных часов, отсчитываемая
от поверхности геоида в теле Земли до точки на фи-
зической поверхности Земли; g0 = −μe/ρ

2
0 — сред-

нее значение ускорения свободного падения вдоль
линии отвеса, соответствующей точке размещения
часов; μe — геоцентрическая гравитационная по-
стоянная; gΩ = Ω2

0ρ0 cosψ0 — центробежное уско-
рение точки размещения часов.

Полученная формула учитывает как влияние
неравномерности вращения Земли, так и приливы
Луны и Солнца, поскольку форма геоида зависит от
действия этих факторов. Вместе с тем влияние этих
факторов на определение высоты, не превышающей
сотен метров, весьма незначительно. Соотношение
справедливо для небольших высот, когда выполня-
ется условие H0 � ρ0. Кроме того, следует учесть,
что gΩ � g0. С учетом этих замечаний форму-
ла (17) принимает вид:

θ0 = 1−Φ0

c2
−ΔV 2

Ω

2c2
≈ 1−

(
ϕG

c2
− g0H0

c2

)
−ΔV 2

Ω

2c2
. (19)

Учитывая далее воздействие на спутниковые
часы составляющих неоднородности потенциала
гравитационного поля Земли (второй и других зо-
нальных гармоник), а также принимая во внимание
приливные потенциалы Луны и Солнца, коэффи-
циент θC для спутниковых часов (10) представим
в виде:

θc = 1− 1

c2

(
μe

ρc

+ V 2
c

2

)
− 1

c2
(δϕc

n + δϕc
MS), (20)

где ρc, Vc — соответственно текущая геоцентриче-
ская высота и скорость спутника; δϕc

n, δϕ
c
MS — со-

ответственно микропотенциалы неучтенных возму-
щающих гармоник потенциала ГПЗ, а также сумма
приливных микропотенциалов Луны (M) и Солн-
ца (S), воздействующие на спутник.
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Искомые релятивистские расхождения шкал
времени и задающих частот пары исследуемых
часов (8) и (16), которые вычисляются на основе
соотношений (18), (19) и (20), имеют вид:

Δτp = ΔτC−Δτ0 =
∫
τ0

ΔfЗГ
p

fЗГ
0

dτ0 = Δτ оснp +δτμ, (21)

где

Δτ оснp = 1

c2

∫
τ0

(
Φ0 −

μe

ρc

− V 2
C

2

)
dτ0 (22)

— основная, т. е. преобладающая часть релятивист-
ского смещения времени в системе «спутник–Зем-
ля»; Φ0 — потенциал в точке размещения наземных
часов, который определяется формулой (18)

δτμ = δτC
n + δτC

MS + δτE
Ω (23)

— релятивистское взаимное микросмещение шкал
времени спутника и Земли, обусловленное сум-
марным действием микропотенциалов неоднородно-
сти ГПЗ (δτC

n ), лунно-солнечных приливов (δτC
MS),

а также влиянием неравномерности вращения Зем-
ли (δτE

Ω );

ΔfЗГ
p

fЗГ
0

= fЗГ
c − fЗГ

0

fЗГ
0

= 1

c2

(
Φ0 − μe

ρc

− V 2
C

2

)
+
δfЗГ

μ

fЗГ
0

;

(24)

δfЗГ
μ = δfC

n + δfC
MS + δfE

Ω — сумма релятивистских
микросмещений частот задающих генераторов ЗГ
наземных и спутниковых квантовых часов, анало-
гичных микросмещениям шкал времени (23).

3.2. Основная составляющая
релятивистского смещения частоты
и времени «борт–Земля»
для эллиптических орбит

Чтобы преобразовать формулы для основного
смещения времени и частоты (22) и (24) к виду,
удобному для практического применения, восполь-
зуемся известными формулами теории невозмущен-
ного кеплеровского движения [14]:

μe

ρc

= μe

P
(1 + e cosϑ), V 2

c = μe

P
(1 + e2 + 2e cosϑ),

P = a(1− e2), (25)

где P , e, ϑ, 0 — соответственно фокальный пара-
метр, эксцентриситет орбиты, истинная аномалия
спутника на орбите, а также полуось орбиты спут-
ника. Кроме того, используем также связь истин-
ной и средней аномалии спутника M в виде [14]:

cosϑ = −e+ 2(1− e2)
e

∞∑
k=1

Jk(ke) cos kM , (26)

где Jk(ke) =
∑∞

n=0
(−1)n

n!(n+ k)!

(
ke

2

)k+2n

— функция

Бесселя первого рода; M = ΩC(τ − τП) — средняя
аномалия; τП — время прохождения перигея; ΩC =
=

√
μe/a

3 — средняя угловая скорость движения
спутника по орбите (среднее движение).

В результате основная составляющая текуще-
го частотного смещения (24) вдоль эллиптической
орбиты выражается в виде:

ΔfЗГ
p

fЗГ
0

= fЗГ
c − fЗГ

0

fЗГ
0

= 1

c2

(
Φ0 −

3μe

2a

)
+

Δf эл1
p

fЗГ
0

, (27)

где

Δf эл1
p

fЗГ
0

=
(fЗГ

c − fЗГ
0 )эл1p

fЗГ
0

=

= −4μe

c2a

∞∑
k=1

Jk(ke) cos kΩC(τ0 − τП)

(28)

— первая форма представления «эллиптического»
релятивистского смещения частоты ЗГ бортовых
часов относительно наземных (помечено индек-
сом «1»).

Соответствующее релятивистское расхожде-
ние шкал времени наземных и бортовых квантовых
часов получаем путем интегрирования частотного
смещения (27) в соответствии с (23) на интервале
времени от момента синхронизации τH до текущего
момента τ базового времени (индекс «0» для просто-
ты опускаем). В результате получаем сумму линейно
нарастающей и периодической составляющих:

Δτ осн1P = 1

c2

(
Φ0 −

3μe

2a

)
(τ − τH) + Δτ эл1P , (29)
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где

Δτ эл1P = −4
√
μea

c2
×

×
∞∑

k=1

Jk(ke)
k

[
sin kΩC(τ − τ�) − sin kΩC(τH − τП)

]
(30)

— первая форма представления «эллиптической»
составляющей смещения шкал времени «борт–Зем-
ля», зависящей от эксцентриситета орбиты.

В полученной формуле для частоты (27) первое
слагаемое определяет постоянное релятивистское
смещение частоты задающих генераторов в систе-
ме квантовых часов «борт–Земля». Второе слагае-
мое описывает несинусоидальное, переменное вдоль
орбиты «эллиптическое» частотное смещение, ко-
торое является суммой гармонических составляю-
щих с частотами kΩC . Оно определяется полуосью
орбиты и эксцентриситетом, содержащимся в раз-
ных степенях в выражении для функции Бессе-
ля [17, 25]. В перигее и апогее орбиты знаки ре-
лятивистского смещения противоположны, причем
в перигее частота ЗГ спутника меньше частоты
ЗГ наземных квантовых часов, а бортовые часы,
согласно (30), отстают от наземных.

Если ограничиться рассмотрением эллиптиче-
ских орбит с эксцентриситетом до e ≈ 0,74 (для ор-
бит типа «Молния»), то в разложениях (28) и (30)
можно оставить лишь первые шесть функций Бес-
селя, содержащие эксцентриситет в степени по де-
сятую включительно [17,25]:

J1(e) = e

2

(
1− e2

8
+ e4

192
− e6

9216
+ . . .

)
,

J2(2e) = e2

2

(
1− e2

3
+ e4

24
− e6

360
+ . . .

)
,

J3(3e) = 9
16
e3

(
1− 9e2

16
+ 81e4

640
− . . .

)
,

J4(4e) = 2e4

3

(
1− 4e2

5
+ 4e4

15
− . . .

)
,

J5(5e) = 625e5

768

(
1− 25e2

24
+ 625e4

1344
− . . .

)
,

J6(6e) = 81e6

80

(
1− 9e2

7
+ 81e4

112
− . . .

)
.

(31)

Ниже рассмотрены две другие равноправные
формы представления релятивистских смещений

частоты и времени в системе квантовых часов
«спутник–земля», которые имеют свои особенно-
сти и могут найти различные применения в ГНСС,
использующих эллиптические орбиты.

Вторая форма представления «эллиптической»
составляющей смещения времени (30) (индекс2)
основана на использовании известного соотно-
шения, связывающего эксцентрическую аномалию
спутника E и среднюю его аномалию M [25]:

sinE = 2
e

∞∑
k=1

Jk(ke)
k

sin kM. (32)

В результате «эллиптическая» составляю-
щая (30) приобретает следующую эквивалентную
форму представления [2,11,12]:

Δτ эл2P = −2e
√
μea

c2
sinE. (33)

Соответствующий релятивистский сдвиг часто-
ты ЗГ спутника относительно Земли находим путем
дифференцирования (33) по базовому времени:

d(Δτ эл2p )
dτ

=
Δf эл2

p

f0
= −2e

√
μea

c2
cosE · dE

dτ
. (34)

Учитывая, что M =
√
μE/a

3(τ − τП), из урав-
нения Кеплера E − e sinE = M находим:

dE

dτ
=

√
μe

a3
· 1
1− cosE

,

откуда следует окончательный вид формулы (34):

Δf эл2
p

f0
= −2eμe

c2a

cosE
(1− e cosE)

. (35)

Полное релятивистское смещение определяет-
ся суммой (27), где «эллиптическая» составляющая
определяется формулой (35):

ΔfЗГ
p

fЗГ
0

= fЗГ
c − fЗГ

0

fЗГ
0

= 1

c2

(
Φ0 −

3μe

2a

)
+

Δf эл2
p

fЗГ
0

. (36)

В целом вторая форма представления «эллип-
тических» релятивистских эффектов времени и час-
тоты в виде формул (33) и (35) пригодна для любых
эллиптических орбит с эксцентриситетом до 0,74,
в том числе для перспективных геосинхронных ор-
бит ВКК ГЛОНАСС. Из формулы (35) следует,
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что релятивистское смещение частоты ЗГ бортовых
часов вблизи перигея, как и следовало ожидать, от-
рицательно, вблизи апогея — положительно.

В качестве примера на рисунке представлен
график в виде функций эксцентрической аномалии
для релятивистской разности частот задающих ге-
нераторов квантовых часов, движущихся по гео-
синхронной орбите ВКК (a = 42,16 · 106 м; e =
= 0,072), относительно частоты наземных часов.

Рисунок. Изменение частоты задающего генератора
бортовых часов на геосинхронной орбите ВКК

относительно частоты наземных часов

Из графика видно, что постоянное относитель-
ное смещение частот, определяемое основной со-
ставляющей в формуле (36), составляет +5,39·10−10

(для сравнения: на штатной орбите ГЛОНАСС отно-
сительное релятивистское смещение частоты бор-
тового задающего генератора составляет +4,36 ·×
× 10−10). Кривая «эллиптического» изменения ча-
стоты относительно среднего значения несиммет-
рична, причем максимальное значение разности ча-
стот «спутник–Земля» в апогее составляет 5,53 ·×
×10−10, минимальное — в перигее 5,23 ·10−10. Раз-
мах относительного смещения частоты между апо-
геем и перигеем около 0,3 · 10−10. С точки зрения
обеспечения точности навигации такая переменная
разность частот создает существенные трудности
при коррекции бортовой шкалы времени.

Из формулы (33) следует, что амплитуда изме-
нения релятивистского смешения времени бортовой
ШВ относительно наземной базовой ШВ превышает
для рассматриваемой геосинхронной орбиты 200 нс.
В отсутствие мер компенсации погрешность изме-

рения дальности в канале «спутник–потребитель»
превысит ±60 м, что недопустимо.

Третья форма «эллиптической» составляющей
релятивистского смещения времени (индекс3) вы-
водится на основе соотношения (33) с использова-
нием скалярного произведения текущего радиуса-
вектора RC и текущего вектора скорости спутни-
ка VC [11,12]:

Δτ эл3P = −2RcVc

c2
= − 2

c2
(XVx +Y Vy +ZVz)c, (37)

где (X,Y ,Z)C и (Vx,Vy,Vz)C — текущие прямо-
угольные координаты и составляющие скорости
спутника по осям невращающейся системы отсче-
та ICRS. Адекватность обратного преобразования
формы (37) в форму (33) показана в [17].

Если продифференцировать релятивистское
расхождение (37) по времени, то, в соответствии
с (23), получаем искомую формулу для относитель-
ного релятивистского расхождения частот ЗГ кван-
товых часов спутника и Земли вдоль орбиты:

d

dτ
(Δτ эл3p ) =

(fЗГ
c − fЗГ

0 )эл3p

fЗГ
0

=

= − 2

c2
[
(V 2

x + V 2
y + V 2

z )c + (XẌ + Y Ÿ + ZZ̈)c

]
,

(38)

где Ẍc, Ÿc, Z̈c — кинематические ускорения спут-
ника вдоль координатных осей.

Форма представления релятивистского смеще-
ния времени и частоты ЗГ в виде формул (37) и (38)
пригодна для любых эллиптических, а также для
околокруговых орбит. В частности, в ГНСС GPS
формула (37) используется при компенсации «эл-
липтического» эффекта непосредственно в прием-
ной навигационной аппаратуре потребителя.

Заключение

На основе методов общей теории относительно-
сти получены формулы для релятивистских коэффи-
циентов преобразования шкал собственного време-
ни для произвольных хранителей времени, движу-
щихся в гравитационном поле Земли в невращаю-
щейся системе отсчета ICRS. Предложены формулы
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для релятивистской разности показаний шкал вре-
мени и разности частот задающих генераторов раз-
несенных квантовых часов в виде функций текуще-
го базового наземного времени.

Впервые получено соотношение, определяю-
щее текущее взаимное относительное релятивист-
ское смещение частот задающих генераторов спут-
никовых и базовых наземных квантовых часов.
При этом установлено, что изменение масштаба
бортового времени спутниковых часов относитель-
но шкалы базового времени вызывает прямо про-
порциональное изменение частоты задающего ге-
нератора спутниковых часов относительно частоты
базовых часов.

На этой основе получено общее решение для
релятивистского смещения частоты задающих ге-
нераторов орбитальных часов на эллиптической ор-
бите относительно частоты наземных часов. Основ-
ная (преобладающая) составляющая релятивист-
ского частотного смещения «спутник–земля» пред-
ставлена в трех формах: на основе разложения по
функциям Бесселя, на основе эксцентрической ано-
малии, а также в координатной форме. Исследовано
частотное смещение для часов, находящихся на пер-
спективной геосинхронной орбите ВКК ГЛОНАСС.

В следующей статье на этой основе предпола-
гается уточнить релятивистские эффекты частоты
и времени на околокруговых орбитах ГНСС, а так-
же определить влияние микропотенциалов.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РФФИ в рамках научного проекта №19-
29-11023.
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