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Аннотация. Рассмотрен способ получения двумерных распределений электронной концентрации в ионосфере с помощью кла-
стера из двух космических аппаратов фазоразностным методом по двухчастотным измерениям. Приведено описание алгоритма,
позволяющего построить проекционный оператор для рассматриваемой геометрии расположения передатчика и приемника
и решить систему линейных уравнений с учетом неравномерного заполнения области реконструкции трассами радиосигналов.
Проведено моделирование задачи радиотомографии при наличии неоднородностей в слое максимума электронной концентра-
ции. Показано, что предлагаемый способ позволяет восстанавливать двумерные распределения электронной концентрации,
в том числе крупномасштабные структуры и локальные неоднородности.
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Abstract. The paper studies the method to obtain two-dimensional electron density distributions in the ionosphere by means
of a two spacecraft cluster by a phase difference method by double-frequency measurements. An algorithm is described, which
allows constructing a projection operator for the considered geometry of location of the transmitter and receiver and solving
a linear equation system taking into account non-uniform filling of the reconstruction area with radio signal paths. The task
of radiotomography was simulated in the presence of inhomogeneities in the layer of maximum electron concentration. It is shown
that the proposed method allows restoring two-dimensional distributions of electron concentration including large-scale structures
and local inhomogeneities.
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Введение

Метод радиотомографии (РТ) ионосферы поз-
воляет получать двумерные распределения элек-
тронной концентрации в ионосфере. Широкий про-
странственный охват, высокая точность, небольшое
время накопления измерений позволяют обнаружи-
вать и исследовать данным методом быстропроте-
кающие процессы в ионосфере, которые могут по-
влиять на работу космических систем связи, на-
вигации и др. Наибольшее распространение по-
лучил метод РТ ионосферы сигналами «спутник–
Земля» [1, 2], при котором использовались назем-
ные приемные станции и сигналы навигационных
спутников первого поколения. Однако ввиду окон-
чания эксплуатации указанных космических аппа-
ратов (КА) для применения данного подхода в бу-
дущем требуется запуск новых спутников. Поэтому
в настоящее время перспективным представляется
переход к РТ ионосферы кластером КА, которая,
в отличие от наземной, позволяет осуществлять
глобальный мониторинг ионосферы.

Спутниковая РТ ионосферы кластером КА бы-
ла впервые предложена и рассмотрена в работах
[3,4], в которых определена оптимальная конфигу-
рация кластера, состоящего из четырех КА, а так-
же предложено определять полное электронное со-
держание на основе фазовых измерений, получа-
емых четырехчастотным методом [5]; представлен
предполагаемый облик аппаратуры для КА нано-
класса. При этом не рассмотрены вопросы форми-
рования проекционного оператора в случае радио-
трасс «спутник–спутник», выбора метода решения
систем линейных уравнений (СЛУ), не проанали-
зирована возможность реализации схемы двухча-
стотных измерений, применявшегося ранее для РТ
ионосферы сигналами «спутник–Земля» [2].

В работе рассматривается способ РТ ионосфе-
ры кластером КА, предполагающий использование
двух КА в комбинации с двухчастотным фазораз-
ностным методом. Способ обладает меньшей слож-
ностью реализации в связи с тем, что производство
и запуск двух КА дешевле, чем четырех, а энер-
гопотребление двухчастотных передатчика и при-
емника существенно ниже четырехчастотных, что
позволяет разместить их на платформах, аналогич-
ных CubeSat 1U или ТНС-1 [6].

Схема эксперимента и построение
проекционного оператора

Введем ряд параметров, характеризующих гео-
метрию системы регистрации в полярной системе
координат (СК) (рис. 1): (α1,h1) — координаты КА
передатчика, (α2,h2) — координаты КА-приемника,
O — центр Земли, OO′ — перпендикуляр, опущен-
ный из точки O на траекторию луча. Траекторию
луча в полярной СК можно представить в виде

h(α) = P

cos(α− β)
, (1)

где P — длина перпендикуляра OO′, β — угол пер-
пендикуляра к траектории луча, отсчитываемый от
начала координат. Расстояние l от точки O′ до точ-
ки на луче с координатами (α,h)

l = P tg(α− β). (2)

Рис. 1. Схема эксперимента по лучевой РТ кластером
из двух КА

Для элемента длины луча справедлива формула

Δl =
∫

P

cos2(α− β)
dα, (3)

тогда линейный интеграл набега фазы сигнала ϕ,
обусловленного влиянием ионосферы, равен

ϕ = λre

α2∫
α1

P F (α,h)
cos2(α− β)

dα = λre

α2∫
α1

γ(α)F (α,h) dα,

(4)

где F (α,h) — двумерная функция распределения
плотности электронной концентрации в плоскости
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радиопросвечивания, λ — длина волны сигнала,
re — классический радиус электрона.

Заменим непрерывную функцию F (α,h) на ее
кусочно-планарную аппроксимацию на сетке Fm,n
с дискретом по углу Δα и высоте Δh (рис. 2).

Рис. 2. Кусочно-планарная аппроксимация двумерной
функции на сетке реконструкции

В верхнем треугольном элементе

F (α,h) = Fm,n+1 +
Fm,n+1 − Fm,n

Δh
(h− hn+1)+

+
Fm+1,n+1 − Fm,n+1

Δα
(α− αm).

(5)

В нижнем треугольном элементе

F (α,h) = Fm+1,n +
Fm+1,n+1 − Fm+1,n

Δh
(h− hn)+

+
Fm+1,n − Fm,n

Δα
(α− αm+1). (6)

В верхнем
∫
γ(α)F dα = J0Fm,n+1 + Jh(Fm,n+1 − Fm,n)+

+ Jα(Fm+1,n+1 − Fm,n+1).
(7)

В нижнем
∫
γ(α)F dα = J ′

0Fm+1,n + J ′
h(Fm+1,n+1 − Fm+1,n)+

+ J ′
α(Fm+1,n − Fm,n). (8)

Здесь J0, Jh, Jα, J
′
0, J

′
h, J

′
α — это интегралы:

J0 = J ′
0 =

∫
γ(α) dα, (9)

Jh = 1
Δh

∫
γ(α)[h(α) − hn+1] dα, (10)

J ′
h = 1

Δh

∫
γ(α)[h(α) − hn] dα, (11)

Jα = 1
Δα

∫
γ(α)[α− αm] dα, (12)

J ′
α = 1

Δα

∫
γ(α)[α− αm+1] dα. (13)

После интегрирования по всем ячейкам сет-
ки реконструкции, в которые попадает траектория
j-го луча, в элемент матрицы Lm,n заносятся соот-
ветствующие Fm,n коэффициенты и т. д.:

Lm,n = −Jh − J ′
α, (14)

Lm,n+1 = J0 + Jh − Jα, (15)

Lm+1,n = J ′
0 − J ′

h + J ′
α, (16)

Lm+1,n+1 = J ′
h + Jα. (17)

Тогда интеграл (4) можно представить в виде
суммы

ϕ = λre
∑
M

LMFM , (18)

где произведена перенумерация (m,n) →M . Таким
образом, задача нахождения неизвестных значений
электронной концентрации в узлах сетки рекон-
струкции FM сведена к решению системы линей-
ных уравнений вида

ϕj

λre
= LjMFM . (19)

В фазоразностной постановке задачи томогра-
фии измеряется не фаза сигнала ϕ, а ее производ-
ная dϕ/dt, поэтому систему (19) необходимо про-
дифференцировать по времени. Это возможно кор-
ректно сделать в силу того, что применялась ку-
сочно-планарная аппроксимация функции F , сле-
довательно, производные ϕj не имеют разрывов:

1
λre

dϕj

dt
≈ LjM − Lj′M

Δt
FM = DjMFM , (20)

где Lj′M — матрица LjM , построенная для тра-
екторий лучей в момент времени t0 − Δt, DjM —
проекционный оператор.

Интегрирование (9)–(13) можно сильно упро-
стить путем введения кусочно-линейной аппрокси-
мации траектории луча. Пусть внутри i-й ячейки
сетки реконструкции траектория луча задается фор-
мулами (рис. 3)

h = kiα+ bi, αi1 � α � αi2, (21)
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ki = (hi2 − hi1)/(αi2 − αi1), (22)

bi = hi2 − kiαi2, (23)

где (αi1,hi1) и (αi2,hi2) — точки пересечения тра-
ектории луча с i-й ячейкой сетки реконструкции,
найденные по формуле (1) для граничных значе-
ний α и h в ячейке.

Рис. 3. Аппроксимация луча внутри ячейки сетки рекон-
струкции

Диагональ ячейки сетки реконструкции зада-
ется формулой

h = Δh
Δα

(α− αi) + hi, (24)

где (αi,hi) — координаты нижнего левого угла
i-й ячейки. Тогда координаты пересечения диаго-
нали ячейки и траектории луча

αi� =
hi − bi − Δh

Δα
αi

ki − Δh

Δα

. (25)

Если αi1 � αi� � αi2, то траектория луча пере-
секает и нижний, и верхний треугольные элементы
i-й ячейки. Координаты αi1, αi2 могут быть гра-
ничными значениями как для верхнего, так и для
нижнего треугольного элемента, поэтому для αi1 <
< α < αi� и αi� < α < αi2 необходимо определить,
в какой треугольный элемент попадает траектория
луча. Пусть в первом случае траектория попадает
в верхний элемент, а во втором — в нижний, тогда
интегралы (9)–(13) вычисляются по формулам:

J0 = P tg(α− β)
∣∣αic

αi1
= P tg(αic − β) − P tg(αi1 − β),

(26)

J ′
0 = P tg(α− β)

∣∣αi2
αic
, (27)

Jh = P

Δh

(
k(ln | cos(α− β)| + (α− β) tg(α− β))+

+(kβ + bi − hi − Δh) tg(α− β)
)∣∣αic

αi1
, (28)

J ′
h = P

Δh

(
k(ln | cos(α− β)| + (α− β) tg(α− β))+

+(kβ + bi − hi) tg(α− β)
)∣∣αi2
αic
, (29)

Jα = P

Δα

(
ln | cos(α− β)| + (α− β) tg(α− β)+

+(β − αi) tg(α− β)
)∣∣αic

αi1
, (30)

J ′
α = P

Δα

(
ln | cos(α− β)| + (α− β) tg(α− β)+

+(β − αi − α) tg(α− β)
)∣∣αic

αi1
. (31)

Если αi� < αi1 или αi� > αi2, то траектория лу-
ча пересекает один треугольный элемент i-й ячей-
ки. Интегралы (26)–(31) рассчитываются на отрез-
ке αi1 < α < αi2 только для треугольного элемента,
в который попадает траектория луча.

Так как расчет интегралов выполняется анали-
тически, а не численно, процедура построения про-
екционного оператора эффективна, скорость рас-
чета не влияет на оперативность решения зада-
чи томографии. К тому же при радиопросвечива-
нии спутниками на круговых орбитах относитель-
ная конфигурация источников и приемников сиг-
нала неизменна, и проекционный оператор может
быть построен единожды и не перестраиваться ли-
бо изредка корректироваться.

Решение системы линейных
уравнений

В работе [2] приведены результаты анализа
различных алгоритмов решения систем линейных
уравнений (СЛУ) применительно к задачам РТ —
ART, SIRT, MART, DART и др. Эксперименты по
наземной РТ ионосферы показали, что однозначно
выбрать алгоритм решения СЛУ не предоставляется
возможным, так как в разных условиях (метод ре-
конструкции, величина ошибок в исходных данных,
наличие определенных структур в ионосфере и др.)
лучше работают разные алгоритмы. Преимущества
и недостатки алгоритмов в целом распространяются
и на случай спутниковой РТ ионосферы.

В настоящей работе для решения СЛУ (20) был
выбран алгоритм DART. Однако ввиду неравномер-
ного заполнения области реконструкции трассами
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радиосигналов алгоритм был дополнен усредняю-
щим коэффициентом 1/Pj:

xk+1j = xkj ·
(
1+ 1

Pj

∑
i

λk
mi − 〈Ai,xk〉

〈Ai,Ai〉

)
, (32)

где x — вектор-столбец неизвестных xj , k —
номер итерации, Pj — число ненулевых элементов
в j-м столбце матрицы Aij, Ai — i-я строка матри-
цы Aij,mi (вектор-строка m) — данные измерений.

Моделирование решения фазоразностной зада-
чи РТ показало, что в данной геометрии распо-
ложений КА при восстановлении небольших ло-
кализованных неоднородностей происходит иска-
жение реконструкции, проявляющееся в виде уве-
личения электронной концентрации в областях
пространства, через которые проходят лучи, пере-
секающие неоднородность. Чтобы минимизировать
данный эффект, на каждой итерации после нахож-
дения поправки ρkj = xk+1j −xkj находятся ее макси-
мальное и минимальное значения, и если поправка
в j-ю ячейку удовлетворяет неравенству

min
j

(ρkj ) +
max

j
(ρk

j ) − min
j

(ρk
j )

4
� ρkj �

� max
j

(ρkj ) −
max

j
(ρk

j ) − min
j

(ρk
j )

4
, (33)

то ρkj обнуляется. Такая операция позволяет на пер-
вых итерациях вносить поправки только в обла-
сти неоднородности, где ошибка электронной кон-
центрации максимальна, что обеспечивает повы-
шение приоритета восстановления неоднородностей
при их наличии и приводит к улучшению качества
реконструкции.

Для регуляризации решения СЛУ в задаче РТ
ионосферы в конце каждой итерации перед сло-
жением xkj с поправкой ρkj целесообразно приме-
нять сглаживающий фильтр, что использовалось
в ряде работ [2, 7]. Данную процедуру можно ин-
терпретировать как введение в решение априорной
информации о гладкости распределения электрон-
ной концентрации. В настоящей работе применял-
ся КИХ-фильтр с коэффициентами [0,0236, 0,0927,
0,2324, 0,3026, 0,2324, 0,0927, 0,0236] по обеим ко-
ординатам.

На малых высотах значение электронной кон-
центрации равно нулю, поэтому поправка для ячеек
сетки реконструкции, соответствующих этим высо-
там, не вносится. Контроль сходимости итерацион-
ного процесса производится путем вычисления нор-
мы невязки ‖Ax − m‖ в пространстве l2. Если ε(l2)
на следующей итерации больше, чем на предыду-
щей, то итерационный процесс прерывается:

ε(l2) =

√√√√√∑
i

⎛⎝ N∑
j=1

Aijxj −mi

⎞⎠2

√∑
i

m2
i

. (34)

Результаты моделирования
и анализ результатов

Моделирование задачи РТ ионосферы класте-
ром КА состояло из следующей последовательно-
сти функций.

1. С использованием модели SGP4 [8] и файла
TLE спутника с подходящими параметрами орби-
ты производился расчет положений двух спутников
в рассматриваемый отрезок времени и радиотрасс
сигналов без учета их преломления в ионосфере.

2. Исходя из крайних положений КА в рассмат-
риваемый отрезок времени и размера ячейки сетки
реконструкции формировалась двумерная сетка то-
мографической реконструкции.

3. С использованием модели ионосферы
NeQuick [9] формировалось начальное распреде-
ление электронной концентрации на сетке рекон-
струкции. При решении модельной задачи это рас-
пределение использовалось в качестве начального
приближения.

4. Из начального распределения формирова-
лось модельное распределение путем внесения ис-
кажений двух типов:

а) случайное гладкое изменение значений
электронной концентрации в пределах 20% вдоль
орбиты КА, имитирующее крупномасштабные воз-
мущения в ионосфере в диапазоне погрешностей
модели NeQuick;

б) локальная неоднородность с характерным
размером 500 × 50 км и амплитудой, равной фо-
новому значению в данной точке.
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5. По модельному распределению электронной
концентрации для каждой радиотрассы по форму-
ле (4) методом трапеций численно рассчитывались
фазовая задержка сигнала и ее производная mi.

6. Для положений КА, полученных из п. 1
и сетки реконструкции из п. 2, рассчитывался про-
екционный оператор Aij .

7. Итерационно решалась СЛУ
∑N

j=1Aijxj =
= mi.

8. Производилась оценка ошибки реконструк-
ции путем вычисления норм δ в пространствах l2

и l∞, которые характеризуют отклонение рекон-
струируемой функции F̃ от исходной функции F :

δ(l2) =

√∑
i

(Fi − F̃i)2∑
i

F 2i

, (35)

δ(l∞) =
max

i
|Fi − F̃i|

max
i

|Fi|
. (36)

Так как метод фазоразностный и фактиче-
ски восстанавливается разность между начальным
и модельным распределением, показательна нор-
ма δ для этой разности — она характеризует каче-
ство восстановления добавленных к модели неод-
нородностей.

При прохождении радиосигнала через ионо-
сферу сигнал преломляется и при низкой частоте
сигнала может отразиться. Отклонение от прямо-
линейного распространения сигнала максимально
в области максимума ионосферы, особенно при ма-
лых углах падения [10]. Поэтому для стабильно-
сти приема сигнала целесообразно расположить КА
так, чтобы радиотрассы проходили ближе к поверх-
ности Земли, тогда угол падения на высоте мак-
симума электронной концентрации будет больше.
При этом при достаточной высоте орбиты радио-
трассами будет охвачен весь необходимый для мо-
ниторинга ионосферы диапазон высот.

Расстояние между КА при фиксированном ми-
нимальном расстоянии между радиотрассой и по-
верхностью Земли m зависит от высоты орбиты,
и чем высота меньше, тем быстрее формируется на-
бор данных для каждой ячейки сетки реконструк-
ции. Для высоты орбиты 500 км и минимального

расстояния m = 60 км время накопления данных
для каждой ячейки менее 11 мин, что позволяет
считать ионосферу квазистационарной.

Моделирование проводилось для двух КА на
круговых приполярных орбитах высотой около
500 км, период времени проведения измерений —
30 мин, размер ячейки сетки реконструкции — 25×
× 25 км, ширина области реконструкции — около
17 тыс. км (рис. 4). Исходное (модельное) распре-
деление электронной концентрации и результат его
томографической реконструкции представлены на
рис. 5, 7.

Рис. 4. Область реконструкции и положения КА в на-
чальный и конечный моменты времени

Результат моделирования при наличии круп-
номасштабных возмущений показан на рис. 5, 6.
Ошибки реконструкции для разности модели ионо-
сферы и начального приближения δ(l2) = 0,5,
δ(l2) = 0,60. Результат моделирования при на-
личии дополнительно локальной неоднородности
представлен на рис. 7, 8, ошибки реконструкции
в этом случае δ(l2) = 0,55, δ(l∞) = 0,67.

Моделирование решения задачи РТ показало,
что предложенный способ позволяет восстанавли-
вать как крупномасштабные возмущения в ионо-
сфере, так и локальные неоднородности. Абсолют-
ные значения амплитуд небольших неоднородно-
стей на реконструкциях в среднем составляют около
половины от реальных значений, при этом круп-
ные структуры восстанавливаются практически пол-
ностью. Наибольшие искажения в реконструкциях
возникают на краях, так как в этих областях ши-
риной, равной расстоянию между КА, недостаточно
проекций. Поэтому расчет необходимо производить
для реконструкций шириной существенно больше
двух расстояний между КА. При этом время меж-
ду последовательными расчетами реконструкций
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Рис. 5. Модель ионосферы (вверху) и реконструкция модели методом фазоразностной РТ (внизу) при наличии
крупномасштабных возмущений

Рис. 6. Разность между моделью ионосферы и начальным приближением (вверху) и разность между реконструк-
цией модели методом фазоразностной РТ и начальным приближением (внизу) при наличии крупномасштабных

возмущений

РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ т. 7 вып. 1 2020



ФАЗОРАЗНОСТНАЯ РАДИОТОМОГРАФИЯ ИОНОСФЕРЫ НА БАЗЕ КЛАСТЕРА 11

Рис. 7. Модель ионосферы (вверху) и реконструкция модели методом фазоразностной РТ (внизу) при наличии
крупномасштабных возмущений и локальной неоднородности

Рис. 8. Разность между моделью ионосферы и начальным приближением (вверху) и разность между реконструк-
цией модели методом фазоразностной РТ и начальным приближением (внизу) при наличии крупномасштабных

возмущений и локальной неоднородности
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может быть небольшим, так как измерения могут
использоваться в нескольких расчетах, тогда опе-
ративность получения данных после пролета двух
КА над исследуемой областью в случае наличия
связи с Землей или использовании данных непо-
средственно на КА будет порядка минуты.

Выводы

Рассмотрен способ получения двумерных рас-
пределений электронной концентрации в ионосфере
с помощью кластера из двух космических аппара-
тов фазоразностным методом по двухчастотным из-
мерениям. Такое сочетание количества КА в кла-
стере и выбранного метода является наиболее про-
стым способом получения двумерных распределе-
ний электронной концентрации с точки зрения прак-
тической реализации. Рассмотренный алгоритм фа-
зоразностной РТ адаптирован к геометрии РТ ионо-
сферы кластером КА, позволяет с минимальными
вычислительными затратами построить проекцион-
ный оператор и решить систему линейных уравне-
ний с учетом неравномерного заполнения области
реконструкции трассами радиосигналов. Проведен-
ное моделирование показало, что предлагаемый спо-
соб позволяет восстанавливать двумерные распреде-
ления электронной концентрации, в том числе круп-
номасштабные структуры и локальные неоднород-
ности. Достоинством рассмотренной методики так-
же является возможность применения частот 150
и 400 МГц, которые в данный момент используют-
ся в целях мониторинга ионосферы. В этом случае
можно использовать сигналы КА-передатчика также
для наземной томографии ионосферы на уже развер-
нутых сетях томографических приемников.
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