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Аннотация. Спутниковая навигация в условиях затенения (город, горы) осуществляется при сужении угла зрения на созвездие
навигационных космических аппаратов (НКА), что приводит к снижению числа видимых НКА вплоть до предельно допусти-
мых четырех. В этих условиях становится справедлива полученная сорок лет назад Дж. Спилкером оценка пространственного
геометрического фактора как величины, обратной объему пирамиды, вписанной в сферу единичного радиуса вокруг потре-
бителя на концах векторов, направленных от потребителя на четыре НКА, из которых один находится в зените. Объемная
аппроксимация Дж. Спилкера очень наглядна, но прямые вычисления показывают, что ее точность существенно снижается
при сужении угла зрения на созвездие НКА. В работе осуществлено уточнение объемной интерпретации пространственного
геометрического фактора. Уточнение состоит в добавлении к аппроксимирующему объему пирамиды Спилкера объема пи-
рамиды, образуемой векторами от потребителя к трем нижним НКА. Предложенная аппроксимация стремится к точному
значению пространственного геометрического фактора при сужении угла зрения на созвездие НКА и дает предельно про-
стую инженерную оценку пространственного геометрического фактора созвездия из четырех НКА: для наземного потребителя
геометрический фактор примерно в 2,3 раза больше величины, обратной квадрату синуса половинного угла зрения на со-
звездие НКА, а при малых углах зрения примерно в 2,3 раза больше величины, обратной квадрату половинного угла зрения
в радианах.
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Abstract. Satellite navigation in shadowing conditions (town, mountains) is realized with a narrowing of the angle of view towards
the constellation of navigation spacecraft (NS), which leads to a reduction of the number of visible NS to the minimum allowed
number of four. In these conditions, the estimate of the Position Dilution of Precision (derived forty years ago by J. J. Spilker)
as an inverse value to the volume of a pyramid inscribed in a unit radius sphere around the user at the end of vectors that
are directed from the user to four spacecraft, one of which is in zenith, becomes valid. The J. J. Spilker volumetric approximation
is very visual but direct calculations demonstrate that its precision drops significantly when narrowing the angle of view towards the
NS constellation. This article contains a more precise Position Dilution of Precision (PDOP) volumetric approximation. Refinement
consists in adding the volume of the pyramid formed by the vectors from the user to three lower NS to the approximating volume
of the Spilker pyramid. The proposed approximation tends to the exact value of PDOP for a narrowing angle of view towards a NS
constellation and gives a maximally simple engineering estimate of PDOP for a constellation of four spacecraft. The PDOP for the
ground-based consumer is approximately 2.3 times greater than the inverse value of the square of the sine of the half angle of view
towards the NS constellation; and it is 2.3 times greater than the inverse value to the square of half the angle of view in radians
at small angles of view.
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Одной из актуальных задач спутниковой на-
вигации является обеспечение высокой точности
местоопределения в горных и городских условиях
с углами затенения над горизонтом (УЗГ) до 40◦.
Затенения приводят к сужению зоны радиовиди-
мости (ЗРВ) созвездия навигационных КА (НКА),
а также к уменьшению количества НКА в ЗРВ.
Как показано на рис. 1, заимствованном из [1], уже
при УЗГ 26◦ доля времени, когда количество види-
мых КА ГЛОНАСС уменьшается до четырех, близ-
ка к 50%, а значения пространственного геометри-
ческого фактора (ПГФ) на этих интервалах резко
возрастают до десятков, сотен и более. В то же
время появление в ЗРВ потребителя пятого НКА
резко снижает значение ПГФ до «хороших» значе-
ний 2,5–3.

По определению [2–4] ПГФ, или коэффици-
ент геометрии пространственный Kгп, является от-
ношением среднеквадратической ошибки определе-
ния координат потребителя σп к среднеквадратиче-
ской ошибке измерения псевдодальностей σпд:

Kгп = σп/σпд. (1)

Из (1) видно, что чем меньше Kгп, тем точнее
определяются координаты потребителя при той же
точности измерения псевдодальностей.

ПГФ Kгп вычисляется по формуле [5]:

Kгп =
√
Dxx +Dyy +Dzz, (2)

где Dxx, Dyy, Dzz — первые три диагональных эле-
мента квадратной четырехмерной ковариационной
матрицы D:

D =

∥∥∥∥∥∥∥∥
Dxx Dxy Dxz Dxb

Dyx Dyy Dyz Dyb

Dzx Dzy Dzz Dzb

Dbx Dby Dbz Dbb

∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3)

которая, в свою очередь, вычисляется на основе гра-
диентной матрицы координат навигационных спут-
ников H по формуле [2]:

D = (GT ·G)−1, (4)

где градиентная матрица G вычисляется по форму-
ле [2]:

G =

∥∥∥∥∥∥∥∥
cos(α1) cos(β1) cos(γ1) 1
cos(α2) cos(β2) cos(γ2) 1
. . . . . . . . . . . .

cos(αN ) cos(βN ) cos(γN ) 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
, (5)

αi, βi, γi — углы линии визирования «потреби-
тель — i-й НКА» относительно осей системы коор-
динат x, y, z. N — количество видимых потребите-
лем НКА. Направляющие косинусы определяются
соотношениями

cos(αi) = xп − xi

Ri,п
, (6)

cos(βi) = yп − yi

Ri,п
, (7)

Рис. 1. Количество КА ГЛОНАСС, видимых потребителю в Барнауле (50◦ с.ш., 83◦ в. д.) при УЗГ 26◦ (а) и ПГФ (б)
как функции времени
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cos(γi) = zп − zi

Ri,п
, (8)

Ri,п =
√

(xп − xi)2 + (yп − yi)2 + (zп − zi)2. (9)

Здесь xi, yi, zi — координаты i-го НКА, xп, yп,
zп — координаты потребителя.

Алгоритм вычисления ПГФ, задаваемый выра-
жениями (2)–(9), никак не поясняет причину рез-
кого возрастания ПГФ при уменьшении количества
видимых НКА до четырех. Однако это можно сде-
лать с помощью простой и наглядной геометри-
ческой интерпретации, которую дал Дж. Спилкер
в работе [6] для потребителя, находящегося на по-
верхности Земли рис. 2,а, и в работе [7] для по-
требителя, находящегося над поверхностью Земли
рис. 2, б. В этих работах Дж. Спилкер утверждает,
что для четырех навигационных космических аппа-
ратов, находящихся в зоне радиовидимости потре-
бителя, из которых один находится в зените, ПГФ
обратно пропорционален объему треугольной пира-
миды, вершинами которой являются концы четы-
рех единичных векторов, исходящих от потребите-
ля в направлении на НКА (рис. 2). Будем называть
такую пирамиду пирамидой Спилкера.

В работе [7] Дж. Спилкер обосновывает свое
утверждение с помощью выражения для полного

геометрического фактора для четырех НКА, кото-
рое в наших обозначениях для ПГФ Kгп имеет вид:

Kгп = 1
|G|

√√√√ 3∑
i=1

4∑
j=1

g2ij , (10)

где gij — алгебраические дополнения элементов
матрицы G−1, обратной к матрице G (5), gij/|G| —
элементы обратной матрицы G−1. По утверждению
Спилкера, числитель формулы (10) много меньше
зависит от геометрии, чем определитель |G|. Опи-
раясь на это утверждение Дж. Спилкера, можно
сделать вывод о том, что ПГФ Kгп обратно пропор-
ционален определителю матрицы G (5).

Нетрудно показать, что при нахождении одно-
го из НКА в зените над потребителем определи-
тель |G| равен объему параллелепипеда, построен-
ного на единичных векторах, ориентированных от
верхней вершины пирамиды Спилкера к трем ее
нижним вершинам. При этом объем этого парал-
лелепипеда в шесть раз больше объема пирамиды.
Из этой геометрической интерпретации определи-
теля Дж. Спилкер делает простой и геометриче-
ски понятный вывод: ПГФ прямо пропорционален
величине, обратной объему пирамиды Спилкера,

Рис. 2. Пирамида Спилкера при 0 < Θ � 90◦ (а) и 90◦ < Θ � 180◦ (б)
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или, иными словами, чем больше объем пирамиды,
тем меньше ПГФ и тем выше точность местоопре-
деления потребителя. При этом в работах Спилке-
ра [6,7] не приводится никаких сведений о коэффи-
циенте указанной пропорциональности, что затруд-
няет использование результатов работ Спилкера для
практических приложений.

Для более глубокого понимания причины рез-
кого возрастания ПГФ рассмотрим положение то-
чек, определяющих положение вершин пирамиды
Спилкера на единичной сфере и, следовательно,
задающих ее объем. Положение этих точек будем
рассматривать в топоцентрической системе коорди-
нат с началом в точке расположения потребите-
ля на поверхности Земли, осью X, направленной
в плоскости горизонта на восток, осью Y , направ-
ленной в той же плоскости на север, и осью Z,
направленной по местной вертикали. На рис. 3
и 4 показано положение рассматриваемых точек
в топоцентрической системе для моментов време-
ни до и после резкого возрастания Kгп от 2,8 до 75
на левом фронте зубца, выделенного пунктиром на
нижнем графике рис. 1, б, в середине этого зубца
с практически бесконечным Kгп = 15 576 (рис. 5),
до и после резкого уменьшения Kгп от 141 до 3
на правом фронте указанного зубца (рис. 6 и 7).

Рис. 3. Пять НКА в ЗРВ (два близких), Kгп = 2,8

Из анализа рис. 4–6 видим, что орбиталь-
ное построение ГЛОНАСС таково, что в начале
и в конце интервала времени с четырьмя НКА
в ЗРВ вершины пирамиды, соответствующие этим
НКА, находятся почти в одной плоскости и поэто-
му пирамида с такими вершинами имеет очень ма-
лый объем. В середине интервала времени с че-
тырьмя НКА в ЗРВ (рис. 5) наступает момент, ко-
гда объем пирамиды становится нулевым, а ПГФ
устремляется в бесконечность. Как только в ЗРВ

Рис. 4. Четыре НКА в поле зрения (два близких),
Kгп = 75

Рис. 5. Четыре рассредоточенных НКА в одной плоско-
сти, Kгп = 15 576

Рис. 6. Четыре рассредоточенных НКА почти в одной
плоскости (перед правым фронтом зубца), Kгп = 141

Рис. 7. Пять НКА в поле зрения (после правого фронта
зубца), Kгп = 3
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появляется пятый НКА, четыре точки из пяти на
поверхности единичной сферы образуют пирамиду,
объем которой заметно отличается от нуля (рис. 3
и 7), что приводит к резкому падению ПГФ.

Интерпретация ПГФ с помощью объема пи-
рамиды Спилкера наглядно поясняет причину его
резкого возрастания при сужении ЗРВ. Неудиви-
тельно, что в силу простоты и наглядности этой
интерпретации она «кочует» из одной работы по
спутниковой навигации в другую и, в частности,
упоминается в фундаментальной монографии [2].

Вместе с тем прямые вычисления по строгим
формулам (2)–(9) показывают, что столь удобная
для наглядных представлений обратная пропорци-
ональность ПГФ объему пирамиды Спилкера нару-
шается тем больше, чем у́же становится ЗРВ.

Для выяснения причин этого найдем строгое
аналитическое выражение для ПГФ созвездия из
четырех НКА, порождающих идеальную пирамиду
Спилкера, с максимальным объемом и такое же вы-
ражение для объема этой пирамиды. В основании
идеальной пирамиды Спилкера лежит равносторон-
ний треугольник, а ее вершина расположена строго
над потребителем.

Для поиска указанных аналитических выра-
жений этого обратимся к рис. 8, где показаны гео-

метрические соотношения для вычисления элемен-
тов градиентной матрицы и объема идеальной пи-
рамиды Спилкера как функции половинного угла
зрения Θ при 0 < Θ � 90◦ (рис. 8,а) и Θ > 90◦
(рис. 8, б). На этом рисунке H — высота орбит
НКА, d на рис. 1, a — высота над Землей плоскости
расположения трех нижних НКА, g на рис. 2, б —
расстояние от точки расположения потребителя до
плоскости трех нижних НКА. На обоих рисунках
нижние НКА разнесены в плоскости их располо-
жения по окружности на 120◦. R — радиус Земли,
E — угол возвышения (elevation) нижних НКА над
горизонтом, R3НКА — радиус окружности, вырезае-
мой плоскостью трех нижних НКА на сфере радиу-
сом R+H, RНД — дальность от точки нахождения
потребителя до каждого нижнего НКА.

Нетрудно показать, что в ранее введенной то-
поцентрической системе координат XY Z с нача-
лом в точке расположения потребителя на поверх-
ности Земли НКА-0, находящийся в зените отно-
сительно потребителя, имеет координаты (0, 0,H);
НКА-1 в плоскости трех нижних НКА, располага-
ющийся по направлению оси X, имеет координа-
ты (R3НКА, 0, d(−g)); НКА-2 и НКА-3, находящие-
ся в плоскости трех нижних НКА под углом 120◦
в разные стороны от НКА-1, имеют координаты

Рис. 8. Геометрические соотношения для вычисления элементов градиентной матрицы и объема идеальной пира-
миды Спилкера при 0 < Θ � 90◦ (а) и Θ > 90◦ (б)

РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ т. 6 вып. 4 2019



8 С.И.ВАТУТИН, А.А.ПОВАЛЯЕВ

(−R3НКА · cos(60◦),−R3НКА · cos(30◦), d(−g))
и (R3НКА ·cos(60◦),R3НКА ·cos(30◦), d(−g)) соответ-
ственно. Отсюда в соответствии с рис. 8 получаем
выражения для направляющих косинусов НКА-0–
НКА-4 как функции половинного угла зрения Θ:

cos(α0) = 0; cos(β0) = 0; cos(γ0) = 1, (11)

cos(α1) = sin(Θ); cos(β1) = 0;

cos(γ1) = cos(Θ), (12)

cos(α2) = − sin(Θ)
2

; cos(β2) = − sin(Θ)
√
3

2
;

cos(γ2) = cos(Θ), (13)

cos(α3) = − sin(Θ)
2

; cos(β3) = sin(Θ) ·
√
3

2
;

cos(γ3) = cos(Θ). (14)

Из (2)–(9), (11)–(14) для рассматриваемого
идеального созвездия НКА, порождающего идеаль-
ную пирамиду Спилкера, опираясь на [8], получа-
ем следующее простое выражение для вычисления
ПГФ как функции угла Θ (E = 90◦ − Θ), кото-
рое справедливо для обоих случаев 0 < Θ � 90◦
и Θ > 90◦:

Kгп =

√
8

3(1− cosΘ)2(1+ cosΘ)
=

=

√
8

3(1− sinE)2(1+ sinE)
.

(15)

Оптимальное значение угла Θ, при котором
достигается минимальное значение ПГФ, неслож-
но найти, приравняв производную (15) нулю и ис-
пользуя [9, 10]. В результате получим квадратное
уравнение

3 cos2Θ − 2 cos Θ − 1 = 0, (16)

решение которого дает два корня: cos Θ = 1, т. е.
половинный угол зрения Θ = 0, при котором в со-
ответствии с (14) ПГФ обращается в бесконеч-
ность (экстремум типа максимум), и cos Θopt =
= −1/3, при котором оптимальный половинный
угол зрения Θopt = 109,47◦ (E = −19,47◦). Под-
становка cos Θ = −1/3 в (14) дает минимальное
значение ПГФ Kгпmin = 3/2 = 1,5.

Скалярное произведение единичного векто-
ра, ориентированного от потребителя на зенитный

НКА, с направляющими косинусами (10), и любого
из единичных векторов, ориентированных от потре-
бителя на нижние НКА, с направляющими косину-
сами (12)–(14), равно косинусу угла между этими
векторами, т. е. равно cos Θ. Вычисление скалярного
произведения двух любых векторов, ориентирован-
ных на нижние НКА, с направляющими косинусами
(12)–(14) при изменении угла Θ во всем диапазоне
0 < Θ < 180◦, дает следующее выражение для коси-
нуса угла α между ними: cosα = (3 cos2Θ − 1)/2.

При cos Θ = −1/3 cosα = −1/3, т. е. угол α
между двумя любыми векторами, ориентирован-
ными от потребителя в сторону нижних НКА при
Θ = Θopt = 109,47◦ также равен 109,47◦. Таким об-
разом, при Θ = Θopt = 109,47◦, при котором дости-
гается минимально возможное значение ПГФ, рав-
ное 1,5, потребитель находится в геометрическом
центре правильного тетраэдра с равными гранями.

Нетрудно показать, что объем идеальной пи-
рамиды Спилкера для обоих случаев 0 < Θ � 90◦
и Θ > 90◦ определяется выражением

Vпс =
√
3
4
·(sinΘ)2(1−cosΘ) =

√
3
4
·(cosE)2(1−sinE).

(17)
Из (15) и (17) получаем формулу для отноше-

ния идеального ПГФ к величине, обратной объему
идеальной пирамиды Спилкера:

Kгп
1

Vпс

= KгпVпс =

√
(1− cosΘ)2(1− cosΘ)

2

=

√
(1− sinE)2(1− sinE)

2
.

(18)

График отношения (18) во всем диапазоне
0◦ < Θ < 180◦ изменения половинного угла зре-
ния Θ (90◦ > E > −90◦), показанный на рис. 9,
имеет ярко выраженный максимум, поиск которо-
го путем дифференцирования (18) опять приводит
к решению квадратного уравнения (16) и значе-
нию cos Θopt = −1/3. Приравняв производную от
объема пирамиды Спилкера нулю, снова получим
cos Θopt = −1/3 для максимального объема пира-
миды.

Таким образом, минимум ПГФ соответствует
максимуму объема пирамиды Спилкера и максиму-
му отношения ПГФ к величине, обратной объему
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Рис. 9. Отношение ПГФ к величине, обратной объему
пирамиды Спилкера, при изменении половинного угла

зрения Θ в диапазоне от 1◦ до 179◦

пирамиды Спилкера, при значении косинуса
cos Θopt = −1/3.

Из графика рис. 9 видно, что отношение ПГФ
к величине, обратной объему пирамиды Спилке-
ра во всем диапазоне 0 < Θ < 180◦, достига-
ет максимального значения ∼0,77 вблизи Θопт =
= 109,47 и быстро уменьшается при отклонении
половинного угла зрения Θ от Θопт. Это означа-
ет, что величина, обратная объему идеальной пи-
рамиды Спилкера, при отклонении половинного уг-
ла зрения Θ от Θопт = 109,47 растет существенно
быстрее, чем идеальный ПГФ. То есть предположе-
ние Спилкера о малой чувствительности числителя
в общей формуле для ПГФ (10) к геометрии со-
звездия НКА не соответствует действительности.
Коэффициент пропорциональности ПГФ и величи-
ны, обратной объему пирамиды Спилкера, сильно
зависит от угла зрения на созвездие НКА. Поэтому
использование величины, обратной к объему пира-
миды Спилкера, для имеющих практический ин-
терес инженерных оценок ПГФ при значительных
отклонениях угла зрения Θ от оптимальных значе-
ний будет давать большие ошибки.

Для устранения этого недостатка необходимо
увеличить аппроксимирующий объем, обратная ве-
личина которого используется в качестве оценки
ПГФ. Это можно сделать за счет расширения объе-
ма пирамиды Спилкера объемом дополняющей пи-
рамиды, показанной на рис. 2,а и 2, б. Верши-
на этой пирамиды располагается в точке располо-
жения потребителя, то есть в центре единичной

сферы, а треугольное основание совпадает с осно-
ванием пирамиды Спилкера. Ребра дополняющей
пирамиды показаны на рис. 2, а и 2, б пунктирны-
ми линиями.

В соответствии с рис. 2, а дополняющая пира-
мида при 0 < Θ � 90◦ имеет высоту

hд1 = cos Θ. (19)

Отсюда имеем выражение для вычисления объе-
ма Vд1 дополняющей пирамиды при 0 < Θ � 90◦:

Vд1 =
√
3
4

· sin2Θ · cosΘ =

=
√
3
4

· cos2E · sinE. (20)

Из (17) и (20) получаем простое для инже-
нерных оценок выражение для суммарного объема
VΣ1 = Vпс+Vд1 пирамиды Спилкера и дополняющей
пирамиды при 0 < Θ � 90◦:

VΣ1 =
√
3
4

· sin2Θ =
√
3
4

· cos2E. (21)

В соответствии с рис. 2, б дополняющая пира-
мида при Θ > 90◦ (E > 0◦) имеет высоту

hд2 = − cos Θ. (22)

Отсюда имеем выражение для вычисления
объема Vд2 дополняющей пирамиды, соответствую-
щей случаю Θ > 90◦ (E > 0◦):

Vд2 = −
√
3
4

· (sinΘ)2 · cos Θ =

= −
√
3
4

· (cosE)2 · sinE. (23)

Из (17) и (23) получаем простое выражение
для суммарного объема VΣ2 = Vпc + Vд2 пирамиды
Спилкера и дополняющей пирамиды при Θ > 90◦
(E < 0◦):

VΣ2 =
√
3
4

· (sinΘ)2(1− 2 cos Θ) =

=
√
3
4

· (cosE)2(1− 2 sinE). (24)
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Выражения (21) и (24) для суммарных объе-
мов VΣ1 и VΣ2 могут быть представлены с помощью
единого выражения

VΣ = Vпс+Vдоп =
√
3
4

· (sinΘ)2(1−cos +| cos Θ|) =

=
√
3
4

· (cosE)2(1− sinE + | sinE|). (25)

Графики зависимостей ПГФ и величин, обрат-
ных объему пирамиды Спилкера (1/Vпс) и обрат-
ных суммарному объему (1/VΣ) как функции по-
ловинного угла зрения Θ, представлены в логариф-
мическом масштабе на рис. 10. Из этих графиков
видно, что величины, обратные объемам, аппрок-
симируют ПГФ, причем аппроксимация на основе
суммарного объема существенно точнее аппрокси-
мации на основе пирамиды Спилкера вплоть до по-
ловинного угла зрения порядка 150◦ (до угла воз-
вышения E = −60◦).

Рис. 10. Зависимость ПГФ и величин, обратных объему
пирамиды Спилкера и суммарному объему VΣ, от поло-

винного угла зрения Θ

На рис. 11 показаны графики зависимостей
от половинного угла зрения Θ отношений ПГФ
к величинам, обратным объему пирамиды Спилке-
ра и суммарному объему VΣ.

Как видно из рис. 11, отношение ПГФ к вели-
чине, обратной суммарному объему VΣ, существен-
но ближе к единице, чем к величине, обратной
объему пирамиды Спилкера, во всем диапазоне 0 <
< Θ < 180◦ изменения половинного угла зрения Θ,

Рис. 11. Зависимость отношения ПГФ к величинам, об-
ратным объему пирамиды Спилкера и суммарному объе-

му VΣ, от половинного угла зрения Θ

причем при половинном угле зрения в 120◦ ве-
личина, обратная аппроксимирующему объему VΣ,
дает абсолютно точное значение ПГФ. С другой
стороны, при стремлении половинного угла зрения
к 0◦ величина, обратная аппроксимирующему объе-
му VΣ, также стремится к точному значению ПГФ.
В соответствии с (21) получаем простейшую инже-
нерную оценку геометрического фактора созвездия
из четырех НКА. При углах зрения Θ � 90◦ гео-
метрический фактор примерно в 2,3 раза больше
величины, обратной квадрату синуса половинного
угла зрения, а при малых углах зрения, где sinΘ ≈
≈ Θ, примерно в 2,3 раза больше величины, обрат-
ной квадрату половинного угла зрения в радианах.

Отметим, что половинные углы зрения (углы
возвышения E < 0◦) могут быть обеспечены толь-
ко для потребителя, поднятого над поверхностью
Земли. Используя рис. 12, нетрудно показать, что
минимальная высота потребителя над поверхно-
стью Земли, при которой нижние НКА созвездия
видны потребителю под оптимальным углом зре-
ния Θопт = 109,47, определяется выражением

hoptmin = R

sin(180◦ − Θopt)
−R =

= 6371
sin(180◦ − 109,47◦) − 6371 = 386,5 км. (26)

Таким образом, Международная космическая
станция, летающая на высотах порядка 400 км,
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потенциально имеет оптимальные условия место-
определения по четырем НКА ГНСС с ПГФ, близ-
ким к 1,5. При этом отношение (18) ПГФ (15)
к величине, обратной объему идеальной пирами-
ды Спилкера (17), составляет 0,77, а к величине,
обратной к суммарному объему (25), составля-
ет 0,962. Это еще раз свидетельствует о лучшей
аппроксимации ПГФ суммарным объемом VΣ (25).

Следует, однако, отметить, что современные
ГНСС ориентированы главным образом на наземно-
го потребителя. Использование спутниковой нави-
гации на борту КА-потребителей существенно огра-
ничивается шириной диаграммы направленности ан-
тенны, излучающей навигационные сигналы. Так,
в НКА системы ГЛОНАСС ширина диаграммы пе-
редающей антенны составляет 38◦ [5]. Поэтому, как
следует из рис. 12, гарантированное примене-
ние ГНСС ГЛОНАСС возможно только до мак-
симальных высот нахождения КА-потребителя по-
рядка

hнм = (R+H) sin(19◦) −R = 1921,5 ��. (27)

Для КА-потребителей, летающих выше hнм =
= 1921,5 км, навигационное поле ГЛОНАСС имеет
разрывы. При этом максимальная высота КА-по-

Рис. 12. К оценке минимальной и максимальной вы-
соты НКА потребителя при работе по идеальному

созвездию

требителя, который может иногда работать с созвез-
диями НКА, близкими к идеальным, составляет

hmax = (R+H) sin(19◦)
sin(180◦ − Θopt)

−R = 2424,7 ��. (28)

Заключение

Проведено уточнение результатов работ
Дж. Спилкера по геометрической аппроксимации
ПГФ с помощью суммы объемов двух треугольных
пирамид. Вершинами первой пирамиды являются
концы четырех единичных векторов, исходящих
от потребителя в направлении на четыре НКА
созвездия. Один из этих НКА находится в зените
над потребителем, три остальных НКА равномерно
распределены в общей проскости, параллельной
плоскости местного горизонта и располагающейся
ниже зенитного НКА. Эта прирамида была вве-
дена в работах Спилкера. Вторая дополнительная
пирамида, введенная в данной статье, имеет те же
вершины, что и первая пирамида, за исключением
вершины, соответствующей зенитному спутнику.
Во второй пирамиде эта вершина находится в точке
расположения потребителя.

Показано, что величина, обратная суммарно-
му объему первой и второй пирамид, с существен-
но лучшей для практических приложений точно-
стью аппроксимирует ПГФ по сравнению с пред-
ложенной Спилкером величиной, обратной толь-
ко объему первой пирамиды. Причем коэффициент
пропорциональности между ПГФ и величиной об-
ратной к суммарному объему первой и второй пи-
рамид стремится к 1 при приближении половин-
ного угла зрения Θ к 0◦ и 120◦, тогда как ко-
эффициент пропорциональности для приближения
Спилкера при сужении угла зрения к 0◦ стремится
к нулю.

Предложенная в данной работе аппроксимация
дает предельно простую инженерную оценку гео-
метрического фактора созвездия из четырех НКА.
При Θ � 90◦ геометрический фактор примерно
в 2,3 раза больше величины, обратной квадрату
синуса половинного угла зрения, а при малых уг-
лах зрения, где sinΘ ≈ Θ, — примерно в 2,3 раза
больше величины, обратной квадрату половинного
угла зрения в радианах.
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