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Аннотация. Получены математические зависимости для определения усеченных рисков принятия ошибочных решений, воз-
никающих при контроле надежности изделий космических аппаратов (КА) на этапе их отработки, использование которых
позволяет учесть всю накопленную априорную информацию о надежности изделий. Наличие этих рисков обусловлено сто-
хастическим характером проявления отказов изделий, ограниченным временем проведения наземных испытаний, а в случае
автоматизированного контроля, погрешностями системы контроля. При этом риски входят в состав целевой функции эко-
номических затрат на контроль и потерь, минимизация которой приводит к оптимальным статистическим планам контроля
надежности изделий.

Разработана математическая постановка задачи определения оптимальных планов.
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Abstract. Mathematical dependencies for defining the truncated risks of making wrong decisions were obtained. Such risks arise
during control of spacecraft product reliability in the development phase and help take into account the accumulated a priori
information regarding product reliability. The presence of these risks is due to the stochastic nature of the manifestation of product
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В настоящее время актуальным является на-
правление совершенствования методологии обеспе-
чения и подтверждения требуемого уровня надеж-
ности изделий КА на этапе их эксперименталь-
ной отработки. Реализация этого этапа традицион-
но требует вложения больших финансовых средств.
Поскольку при отработке реализуются принципы
статистического выборочного контроля, совершен-
ствование методического обеспечения должно ид-
ти и в направлении дальнейшего развития мо-
делей и алгоритмов планирования и проведения
статистического выборочного контроля надежности
изделий.

В работах [1, 2] были предложены методы
оптимального планирования контроля надежности
изделий КА, основанные на минимизации целе-
вой функции затрат на контроль и потерь, свя-
занных с рисками принятия ошибочных решений,
возникающих при контроле. Эта целевая функ-
ция вытекают из самой статистической структу-
ры контроля и имеет в общем случае следую-
щий вид:

CΣ = C1αα + C1εβ + C1Kn, (1)

где C1αα — математическое ожидание потерь за
счет браковки годного изделия, то есть удовле-
творяющего заданным требованиям по надежности
(α — риск 1-го рода);

C1ββ — математическое ожидание потерь за
счет приемки дефектного изделия, то есть не удо-
влетворяющего заданным требованиям по надеж-
ности (β — риск 2-го рода);

C1α, C1β , C1K — математические ожидания по-
терь и затрат на контроль одного изделия;

n — объем контроля (количество изделий,
подвергаемых контролю, либо количество цик-
лов контроля, связанное с постоянной длитель-
ностью контроля и т. д.), подлежащий определе-
нию.

Для биномиального плана контроля априор-
ные риски 1-го и 2-го рода α и β, входящие
в (1), представляют собой безусловные вероят-
ности забраковать годное (удовлетворяющее тре-
бованиям по надежности) или принять дефект-
ное изделие (не удовлетворяющее требованиям)

соответственно. Они определяются следующим
образом:

α =
1∫

PТР

(1− Pn)f(P ) dP =

=
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

1∫

PТР

(1− Pn)P b−1(1− P )a−1 dP ,

(2)

β =

PТР∫

0

Pnf(P ) dP =

=
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

PТР∫

0

Pn+b−1(1− P )a−1 dP ,

(3)

где Γ(·) — полная гамма-функция, или интеграл
Эйлера 2-го рода [1];

PТР — заданное значение вероятности безот-
казной работы изделия;

P — показатель надежности изделия, трактует-
ся как случайная величина (в байесовском смысле),
имеющая плотность бета-распределения

f(P ) =
1

B(b, a)
P b−1(1− P )a−1 =

=
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

P b−1(1− P )a−1, (4)

B(b, a) =
Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

— полная бета-функция.

Параметры a и b априорного бета-распреде-
ления определяются известными методами по на-
копленной априорной статистической информации
о надежности изделий с учетом ее неоднородности
по известным моделям [1].

В [1] показано, что риски 1-го и 2-го рода с уве-
личением объема контроля n изменяются в проти-
воположных направлениях, поэтому целевая функ-
ция (1), в зависимости от величин, в нее входящих,
может быть возрастающей, убывающей и иметь ми-
нимум, которому соответствует оптимальный ста-
тистический план контроля (n∗,α∗,β∗, c = 0).
Здесь c — приемочное число плана контроля (кон-
трольный норматив), которое для высоконадежных
изделий КА равно нулю.
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Если функция является возрастающей, то кон-
троль надежности проводить нецелесообразно,
поскольку это приведет к увеличению экономиче-
ских затрат и потерь, связанных с рисками приня-
тия ошибочных решений. Если функция является
убывающей, то необходим стопроцентный контроль
всех изделий партии (если рассматривается партия
изделий) или всех технических параметров изде-
лия (если рассматриваются независимые парамет-
ры, определяющие надежность). И, наконец, если
функция имеет минимум, то контроль следует про-
водить по оптимальному плану (n∗,α∗,β∗, c = 0).
То есть сама целевая функция является как бы
индикатором необходимости проведения контроля
и испытаний.

Формализованная постановка задачи опти-
мального планирования контроля надежности [1,2]
записывается следующим образом: найти такое
значение n > 0 и соответствующие ему значения
рисков α и β, которые доставляют минимум целе-
вой функции (1), то есть найти

min
n,α,β

CΣ = min
n,α,β

[C1αα + C1ββ + C1kn], (5)

где

α =
1∫

PТР

(1− Pn)f(P ) dP , (6)

β =

PТР∫

0

Pnf(P ) dP , (7)

в области

α � 0, β > 0, 0 < n � N. (8)

Минимизация такой целевой функции при
контроле любого изделия КА [1,2] по переменной n
позволяет найти оптимальные планы контроля на-
дежности (n∗,α∗,β∗, c = 0), включающие в себя
оптимальные значения объема контроля и рисков
1-го и 2-го рода α∗ и β∗, которые учитывают накоп-
ленную априорную информацию с учетом ее стати-
стической неоднородности.

Приведенная постановка задачи (5)–(8) входит
в состав метода оптимального планирования кон-
троля надежности. В дальнейшем этот метод был
развит в более сложные методы: метод иерархиче-

ского контроля надежности, метод иерархическо-
го контроля технических параметров изделий КА
[1–3], которые получили достаточно широкое рас-
пространение. При этом в [1] и [4] были разрабо-
таны математические зависимости для определения
апостериорных рисков 1-го и 2-го рода, использова-
ние которых позволяет учесть на уровне вероятно-
стей результаты контроля изделий нижних уровней
иерархии при оптимальном планировании контроля
изделий более высоких уровней.

Поскольку к изделиям КА предъявляются
очень высокие требования по надежности, целе-
сообразно, как отмечалось выше, устанавливать
нулевое приемочное число или контрольный нор-
матив c = 0 в планах контроля их надежности.
При этом отказы изделий, которые могут возник-
нуть в процессе проведения их отработки, необхо-
димо учитывать через параметры a и b априорно-
го (4) и апостериорного бета-распределения пока-
зателя надежности изделия. Эти рекомендации на-
ходятся в полном соответствии с выводом академи-
ка А.Н. Колмогорова, приведенном в работах [5,6].

Анализируя выражения (2) и (3) для опреде-
ления рисков 1-го и 2-го рода, можно увидеть,
что они учитывают накопленную априорную ин-
формацию о надежности только через параметры
бета-распределения (4), поскольку областью опре-
деления возможных значений показателя надежно-
сти P изделия КА является область 0 < P < 1.
Такая область определения представляет собой
наиболее общий случай и ограничивает примене-
ние разработанных методов.

В то же время практика отработки показывает,
что изделия, используемые в настоящее время в со-
ставе бортового оборудования КА, обладают высо-
кой степенью преемственности и по ним накопле-
на достаточная априорная статистическая инфор-
мация о надежности. С учетом указанных обстоя-
тельств конкретизируем границы области возмож-
ных значений показателя P в формулах (2) и (3)
для определения рисков. При этом заметим, что
математическое ожидание случайной величины P ,
которая трактуется в байесовском смысле, при из-
вестной плотности распределения (4) определяется
по формуле [1,2]

m(P ) =
b

a + b
. (9)

РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ т. 5 вып. 3 2018



ПЛАНИРОВАНИЕ КОНТРОЛЯ НАДЕЖНОСТИ БОРТОВОГО ОБОРУДОВАНИЯ КА 73

Запишем заданные требования к показателю
надежности изделия КА в следующем виде:

P1 < Pтр < P2, (10)

где P1 и P2 — границы области возможных значе-
ний показателя P .

Значения P1, P2 могут быть определены по
априорной информации о показателе надежности P
с использованием плотности (4) бета-распределе-
ния следующим образом.

Представим гипотетически некоторое множе-
ство изделий (гипотетическая генеральная сово-
купность), которое условно разделим на два под-
множества:

– подмножество изделий, удовлетворяющих
требованию Pтр (годное подмножество);

– подмножество изделий, не удовлетворяющих
требованию Pтр (дефектное подмножество).

Тогда в качестве границ P1, P2 могут быть
приняты их оценки, выраженные через математи-
ческие ожидания показателя P изделий соответ-
ственно 1-го и 2-го подмножества. Механизм пе-
рехода бета-распределения от области определе-
ния 0 < P < 1 к области определения показа-
теля надежности P1 < Pтр < P2 связан с усече-
нием априорной плотности распределения по этой
области. То есть распределение возможных значе-
ний показателя надежности в годном подмноже-
стве fг(P ) является усеченным в области определе-
ния Pтр � P < 1, а распределение возможных зна-
чений в дефектном подмножестве fД(P ) является
усеченным в области определения 0 < P < Pтр.

Используя известное правило [1, 2, 7] опреде-
ления плотности распределения fy(x) усеченной

непрерывной случайной величины X с интервалом
усечения (a, b), получаем выражения для определе-
ния fД(P ) и fг(P ):

fД(P ) =
f(P )∫PТР

0 f(p) dp
, (11)

fГ(P ) =
f(P )∫1

PТР
f(p) dp

. (12)

Учитывая эти выражения, определяем мате-
матические ожидания показателя надежности P

для дефектного и годного подмножества:

P1 = m[P1] =

Pтр∫

0

PfД(P ) dP =
∫Pтр
0 Pf(P ) dP∫Pnp

0 f(P ) dP
,

(13)

P2 = m[P2] =
1∫

Pтр

PfГ(P ) dP =

∫1
Pтр

Pf(P ) dP∫1
Pтр

f(P ) dP
.

(14)

Далее получим выражение для математическо-
го ожидания P1 с учетом вида априорной плот-
ности бета-распределения (4). Для этого подста-
вим (4) в выражение (13):

P1 = m[P1] =

∫Pтр
0 P

Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

P b−1(1− P )a−1 dP

∫Pтр
0 P

Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

P b−1(1− P )a−1 dP

=

=
∫Pтр
0 P (b+1)−1(1− P )a−1 dP∫Pnp

0 P b−1(1− P )a−1 dP
. (15)

В формуле (15) рассмотрим интеграл, который
находится в числителе, и выполним преобразова-
ния, умножив и разделив его на величину пол-
ной бета-функции B(b+1, a), которая табулирована
в [8,9]:

PТР∫

0

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP =
B(b + 1, a)
B(b + 1, a)

×

×
PТР∫

0

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP = B(b + 1, a)×

×

⎡
⎢⎣ 1

B(b + 1, a)

PТР∫

0

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦=

= B(b + 1, a)IPТР
(b + 1, a). (16)

Выражение, стоящее в квадратных скобках,
представляет собой интегральную функцию бета-
распределения, обозначается IPТР

(b + 1, a) и назы-
вается неполной бета-функцией [1,2,8,9], таблицы
которой содержатся, например, в [8,9].
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По аналогии интеграл, стоящий в знаменателе
выражения (15), разделим и умножим на величину
полной бета-функции B(b, a), получим

PТР∫

0

P (b−1)(1− P )a−1 dP =

= B(b, a)

⎡
⎢⎣ 1

B(b, a)

PТР∫

0

P b−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(b, a)IPТР
(b, a). (17)

Учитывая (15)–(17), получаем

P1 = m[P1] =
B(b + 1, a)

B(b, a)
IPТР

(b + 1, a)
IPТР

(b, a)
. (18)

Поскольку аргументы a и b являются положи-
тельными действительными числами, бета-функция
может быть выражена через гамма-функцию [8, 9]
в соответствии с выражением (4). Тогда форму-
лу (18) можно записать в виде

P1 = m[P1] =
IPТР

(b + 1, a)
IPТР

(b, a)
Γ(b + 1)Γ(a)Γ(b + a)
Γ(b + 1+ a)Γ(b)Γ(a)

.

(19)
Используем известное свойство гамма-функ-

ции [8,9]:

Γ(b + 1) = bΓ(b) и Γ(b + a + 1) = (b + a)Γ(b + a).

Подставив эти выражения в (19), окончательно
получаем

P1 = m[P1] =
b

b + a

IPТР
(b + 1, a)

IPТР
(b, a)

. (20)

Теперь определим математическое ожидание
показателя надежности P для годного подмноже-
ства, используя формулу (14). Как и в предыдущем
случае, преобразуем эту формулу к виду

P2 = m[P2] =

∫1
Pтр

PP b−1(1− P )a−1 dP∫1
Pтр

P b−1(1− P )a−1 dP
=

=

∫1
Pтр

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP∫1
Pтр

P b−1(1− P )a−1 dP
. (21)

Далее рассмотрим числитель (21), умножим
и разделим его на величину полной бета-функции
B(b + 1, a) и выполним преобразования

1∫

Pтр

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP = B(b + 1, a)×

×

⎡
⎢⎣ 1

B(b + 1, a)

1∫

Pтр

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(B+1, a)

⎡
⎣ 1

B(b + 1, a)

1∫

0

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP−

− 1
B(b + 1, a)

PТР∫

0

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(b + 1, a)×

×

⎡
⎢⎣1− 1

B(b + 1, a)

PТР∫

0

P (b+1)−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(b − 1, a)[1− IPТР
(b + 1, a)]. (22)

Теперь рассмотрим знаменатель (21), умножим
и разделим его на величину полной бета-функции
B(b, a) и выполним аналогичные преобразования

1∫

Pтр

P b−1(1− P )a−1 dP =

= B(b, a)

⎡
⎢⎣ 1

B(b, a)

1∫

Pтр

P b−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(b, a)

⎡
⎣ 1

B(b, a)

1∫

0

P b−1(1− P )a−1 dP−

− 1
B(b, a)

PТЗ∫

0

P b−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(b, a)

⎡
⎢⎣1− 1

B(b, a)

PТР∫

0

P b−1(1− P )a−1 dP

⎤
⎥⎦ =

= B(b, a)[1− IPТР
(b, a)]. (23)
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Учитывая (21)–(23), получаем

P2 = m[P2] =

∫1
Pтр

PP b−1(1− P )a−1 dP∫1
Pтр

P b−1(1− P )a−1 dP
=

=
B(b + 1, a)[1− IPТР

(b + 1, a)]
B(b, a)[1− IPТР

(b, a)]
. (24)

Поскольку аргументы a и b являются положи-
тельными действительными числами, бета-функ-
ция может быть выражена через гамма-функцию
[1,8,9], с использованием свойств которой оконча-
тельно получаем

P2 = m[P2] =
B(b + 1, a)[1− IPТР

(b + 1, a)]
B(b, a)[1− IPТР

(b, a)]
=

=
bΓ(b)Γ(a)Γ(b + a)

(b + a)Γ(b + a)Γ(b)Γ(a)

[
1− IPТР

(b + 1, a)
]

[
1− IPТР

(b, a)
] =

=
b

(b + a)

[
1− IPТР

(b + 1, a)
]

[
1− IPТР

(b, a)
] . (25)

Если сравнить полученные выражения (20)
и (25) с выражением (9), которое определяет ма-
тематическое ожидание исходного бета-распреде-
ления (4), то видно, что усечение исходного рас-
пределения изменяет его математическое ожида-
ние на величину соответствующих дробей, содер-
жащих неполные бета-функции.

Таким образом, в результате получены вы-
ражения (20) и (25), которые определяют соответ-
ствующие границы области возможных значений по-
казателя надежности P . Следует заметить, что гра-
ничные значения P1 и P2 являются переменными,
поскольку зависят от величины заданных требо-
ваний к показателю надежности Pтр изделия КА
и от величин a и b, которые определяются наличи-
ем априорной информации. Но всегда выполняются
неравенства

0 < P1 < Pтр и Pтр � P2 < 1.

Тогда с учетом (20), (25) математические за-
висимости для определения рисков 1-го и 2-го ро-
да (2) и (3) при контроле показателей надежности

изделий КА на этапе отработки будут определяться
следующими формулами:

α =

P2∫

PТР

(1− Pn)f(P ) dP , (26)

β =

PТР∫

P1

Pnf(P ) dP , (27)

где P2 и P1 вычисляются по формулам (25) и (20).

Таким образом, в результате разработаны ма-
тематические зависимости для определения рис-
ков 1-го и 2-го рода, которые являются усечен-
ными и которые входят в формализованную по-
становку (5)–(8) задачи определения оптимальных
планов контроля надежности изделий КА при от-
работке. Использование этих рисков значительно
расширяет область практического применения ме-
тодов оптимального планирования, о которых го-
ворилось выше. Эти риски являются функциями
заданных требований к надежности изделия PТр,
размера области P1 � P � P2, то есть математи-
ческих ожиданий возможных значений показателя
надежности P , определяемых на основе априорной
информации, и параметров a и b априорного бета-
распределения этого показателя.

Проведем исследование функций рисков 1-го
и 2-го родов (26) и (27) в зависимости от измене-
ния единственного аргумента n при крайних услови-
ях, когда этот аргумент стремится к нулю и к беско-
нечности, то есть при n → 0 и n → ∞. Воспользуем-
ся теорией вычисления пределов функций.

Найдем пределы функций усеченных рис-
ков (26) и (27), учитывая, что показатель надеж-
ности изделия P < 1. В результате получим:

1) lim
n→0

α = lim
n→0

∫P2
Pтр

[1− Pn] · f(P ) · dP = 0,

lim
n→0

β = lim
n→0

∫Pтр
P1

Pn · f(P ) · dP =
∫Pтр

P1
f(P ) · dP ;

2) lim
n→∞α = lim

n→∞
∫P2

Pтр
[1 − Pn] · f(P ) · dP =

=
∫P2

Pтр
f(P ) dP ,

lim
n→∞β = lim

n→∞
∫Pтр

P1
Pn · f(P ) · dP = 0.
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Анализ полученных выражений позволяет сде-
лать следующие выводы.

1. При n → 0:
– риск 1-го рода α становится равным нулю.

Это совпадает с результатами, которые получены
в [1,2];

– риск 2-го рода β совпадает с вероятностью
того, что изделие является дефектным (то есть
не удовлетворяет заданным требованиям по надеж-
ности); причем величина этой вероятности есть∫Pтр

P1
f(P ) · dP и она определяется априорной на-

копленной статистической информацией о надеж-
ности изделия, а также величиной заданных тре-
бований Pтр.

2. При n → ∞:
– риск 2-го рода β становится равным нулю;
– риск 1-го рода α совпадает с вероятностью

того, что изделие является годным (то есть удо-
влетворяет заданным требованиям по надежности);

причем величина этой вероятности есть
∫P2

Pтр
f(P ) ·×

× dP и она также определяется накопленной ста-
тистической информацией о надежности изделия
(в том числе и результатами гипотетически беско-
нечных испытаний), а также величиной заданных
требований Pтр.

При этом поскольку плотность (4) бета-рас-
пределения f(P ) является усеченной в области
P1 < Pтр < P2, то очевидно, что

Pтр∫

P1

f(P ) · dP +

P2∫

Pтр

f(P ) · dP =

P2∫

P1

f(P ) · dP = 1.

Таким образом, проведенные исследования
подтверждают противоположный характер измене-
ния рисков 1-го и 2-го рода, что обосновывает
использование функций потерь в качестве целе-
вых функций для определения оптимальных пла-
нов контроля надежности изделий КА на этапе их
отработки. При этом формализованная постановка
задачи определения оптимальных планов контроля
надежности вида (n∗,α∗,β∗, c = 0) имеет следую-
щий вид: найти

min
n,α,β

CΣ = min
n,α,β

[C1αα + C1ββ + C1kn], (28)

где

α =

P2∫

PТР

(1− Pn)f(P ) dP =

=
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

P2∫

PТР

(1− Pn)P b−1(1− P )a−1 dP , (29)

β =

PТР∫

P1

Pnf(P ) dP =

=
Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

PТР∫

P1

Pn+b−1(1− P )a−1 dP , (30)

P2 = m[P2] =
b

(b + a)

[
1− IPТР

(b + 1, a)
]

[
1− IPТР

(b, a)
] , (31)

P1 = m[P1] =
b

b + a

IPТР
(b + 1, a)

IPТР
(b, a)

, (32)

в области

α � 0, β > 0, 0 < n � N. (33)

То есть формализованная постановка задачи
определения оптимальных планов контроля изде-
лий КА при отработке (28)–(33) совпадает с поста-
новкой (5)–(8), однако вместо выражений для рис-
ков (2) и (3) в ней присутствуют выражения (26)
и (27), в которых P2 и P1 вычисляются по форму-
лам (25) и (20).

Для решения задачи оптимизации (28)–(33)
можно использовать в качестве основы алгоритм
решения, разработанный в [1], и определить опти-
мальные статистические планы контроля надежно-
сти изделий КА, включающие в себя оптимальные
объемы испытаний n∗ и оптимальные риски 1-го
и 2-го родов α∗ и β∗ при приемочном числе (кон-
трольном нормативе) c = 0.
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